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prime number 5l  with | (9 1) /10ml + , this result does not occur. 
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Trial of Data Science Education on Tensor Data Processing Using MacMahon’s Cubes 
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We developed a new learning material that can be used in a subject of data science offered in our advanced courses. This material 
is for students to learn tensor data processing related to HOSVD and reflects important points to learn it. A feature of this material 
is that MacMahon’s cubes are used to make the students interested in the data processing. After using this material for self-study 
in the lecture, we confirmed degree of understanding of the matrix unfolding, the folding, and the n-mode product by a written test. 
As a result, it was found that about 74% of students who took the subject understood all three processes. From this, it can be 
considered that this material is effective for data science education of the tensor data processing. 
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１．はじめに

テンソルは、高次元のデータを取り扱う重要なデータ構

造の１つであり、テンソル分解などのテンソルデータ処理

を適用してデータの低次元化やパターン認識などに利用さ

れる(1)。一般に、テンソルに関するデータ処理は複雑であ

り、これまで我々は、立体パズルを用いてこれらの処理を

理解支援するためのツールを開発してきている(2),(3)。文献

(2)では、マクマホン立方体(4)を利用したツールを開発して

いるが、本研究では、この立方体を用いて本校専攻科開講

のデータサイエンスのテンソルデータ処理に関する講義で

活用できる新たな学習教材を開発する。以下では、2 章で

テンソルデータ処理における学習のポイントについて検討

し、3 章では、検討された学習ポイントを反映して開発さ

れた学習教材とその活用例の説明、教材利用後の受講学生

の理解度確認の結果などについて述べる。 
 
２．テンソルデータ処理とその学習ポイント

講義を行うテンソルデータ処理の概要

テンソルデータ処理の重要なものとして、テンソル分解

がある。テンソル分解とは、高次元のテンソルデータを、

より低次元のテンソルを用いて積や和で表現するものであ

る。テンソル分解の１つとして、高次特異値分解（Higher-
Order Singular Value Decomposition; HOSVD）(5)があるが、本

校専攻科開講のデータサイエンスの講義ではこの分解につ

いて取り扱っている。ここで、HOSVD とは、行列の特異値

分解（Singular Value Decomposition; SVD）を 3 階以上のテ

ンソルの分解に拡張したものである。以下に、N 階テンソ

ルの HOSVD の定義とそのアルゴリズムを示す(5)。 
［［（（定定義義 1））N階階テテンンソソルルのの HOSVD］］ 

サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の実数値をもつ N 階テンソルを

𝓐𝓐 ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁とする。このとき、テンソル𝓐𝓐は N 個のサ

イズ 𝐼𝐼𝑛𝑛 × 𝐼𝐼𝑛𝑛 の正規直交行列𝑼𝑼(𝑛𝑛) ∈ ℝ𝐼𝐼𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛, (𝑛𝑛 = 1, 2, … , 𝑁𝑁)
と、𝓐𝓐 と同じサイズのコアテンソル𝓒𝓒 ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁との n-
モード積（2.2 節の定義 2 参照）により次式として分解さ

れ、これを N 階テンソルの HOSVD と呼ぶ。 
𝓐𝓐 = 𝓒𝓒 ×1 𝑼𝑼(1) ×2 𝑼𝑼(2) ⋯ ×𝑁𝑁 𝑼𝑼(𝑁𝑁)          (1) 

ここで、演算子×𝑛𝑛, (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)は n-モード積の演算を表

す。 
（（定定義義おおわわりり）） 

［［（（アアルルゴゴリリズズムム 1））N階階テテンンソソルルのの HOSVD］］ 
入力： サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の N 階テンソル𝓐𝓐 
出力： サイズ𝐼𝐼𝑛𝑛 × 𝐼𝐼𝑛𝑛の正規直交行列𝑼𝑼(𝑛𝑛), (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)、

 𝓐𝓐 と同サイズのコアテンソル𝓒𝓒 
（ステップ 1）入力の N 階テンソル𝓐𝓐に n-モード行列展開

（ 2.2 節の定義 3 参照）を適用して、 𝓐𝓐 をサイズ

𝐼𝐼𝑛𝑛 × (𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2 ⋯ 𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2 ⋯ 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1)の N 通りの行列 𝑨𝑨(𝑛𝑛) ∈
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討した。講義においては、（ポイント 1）のテンソルデータ

表現、（ポイント 2）の行列展開、（ポイント 4）の n-モード

積、（ポイント 4-b）の畳み込み、（ポイント 4-c）の性質の

学習に焦点を当てた。他に（ポイント 3）の特異値分解と

（ポイント 4-a）の行列積があるが、これらの内容について

は、受講学生は以前にデータサイエンスや線形代数の講義

で学習して予備知識があるものと考えられる。このことか

ら、これら２つのポイント以外に焦点を当てることとした。 
 
３．開発した学習教材と講義での活用

マクマホン立方体とそのテンソルデータ表現

2.2 節で述べた（ポイント 1）のテンソルデータ表現の題

材として、受講学生にテンソルデータ処理により興味をも

ってもらう観点から、図 1 に示すマクマホン立方体(4)を取

り上げた。この立方体は、各面に異なる色が塗られている

もので、ここで用いた色は、赤(1)、白(2)、青(3)、緑(4)、黄

(5)、黒(6) の 6 色であり、（）内の数字は各色の番号を表す。 
図 2 はこの立方体のテンソルデータ表現を示すが、図 1

の立方体をサイズ3 × 3 × 3の 3 階テンソル𝓐𝓐 ∈ ℝ3×3×3とし

て、𝓐𝓐の各面の中央の要素には、元の立方体に塗られた色

の番号を格納し、それ以外の要素はゼロとしたものである。 
開発した学習教材例

(1) （ポイント 2）の行列展開に関する教材 
図 3 に 2-モード行列展開に関する問題と解答例を示す。

この問題は、R の行列展開を行う関数 unfold(6)に渡された

引数から判断して、図 3 右下の行列展開のセル内に展開さ

れる要素値と、行および列に展開されるモードがどのよう

になるかを学習するものである。これに関する同様な教材

として、1-モードと 3-モード行列展開の問題も作成されて

いる。 

(2)（ポイント 4-b）の畳み込みに関する教材 
図 4 に畳み込みに関する問題と解答例を示す。ここでは、

図 4 左に示される 3-モード行列展開の行列を、図 4 右の 3
階テンソル𝓐𝓐に畳み込んで、𝓐𝓐の見える 3 面のいずれの要

素にどの色が格納されるのかを学習するものである。この

他の問題として、1-モードと 2-モード行列展開の行列を畳

み込む問題も作成されている。 
(3) （ポイント 4）と（ポイント 4-c）の n-モード積に関す

る教材 
図 5 および図 6 は、それぞれ 1-モード積に関する問題お

よび解答例を示す。この教材は、2.2 節のアルゴリズム 2 で

述べた n-モード積の計算過程を学習するものである。この

他の問題として、2-モード積と 3-モード積に関するものも

作成されている。図 7 と図 8 は、１つのテンソルと３つの

行列の n-モード積の演算について学習するものである。テ

ンソルの各要素にどの色が格納されるか、R の n-モード積

を行う関数 ttm(6)を用いて記述すると n-モード積の演算を

入れ子にして計算できることが分かる。 
講義における本教材の活用と理解度確認の結果

開発された教材は、本校専攻科 1 年次開講のデータサイ

エンスのテンソルデータ処理に関する講義で活用された。

本講義では、まず、テンソルの概要、R のテンソル演算用

パッケージ rTensor(6)の説明、行列展開と n-モード積の処理

について R での実装例を示しながら説明を行った。その後

で、本教材を受講学生に自学課題として提示し、実施して

もらった。学生には、本教材の各問題について R で実行し、

各解答を確認する形で利用するように指示した。 

図 マクマホン立方体 

図 テンソルデータ表現 

図 行列展開の問題例と解答例 

図 畳み込みの問題例と解答例 

テンソルデータ処理に関するデータサイエンス教育の試み（山本直樹・石田明男・大石信弘・村上純） 

 Research Reports of  NIT (KOSEN), Kumamoto College. Vol. 12 (2020) 

ℝ𝐼𝐼𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1, (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)に展開する。 
（ステップ 2）ステップ 1 で得られた𝑨𝑨(𝑛𝑛)にそれぞれ特異

値分解を適用して、行列𝑨𝑨(𝑛𝑛)を次式のように分解する。 

𝑨𝑨(𝑛𝑛) = 𝑼𝑼(𝑛𝑛) 𝜮𝜮(𝑛𝑛) 𝑽𝑽(𝑛𝑛)T, (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)          (2) 

ここで、𝑼𝑼(𝑛𝑛)および𝑽𝑽(𝑛𝑛)は、それぞれ、左特異行列および右

特異行列を表し、𝜮𝜮(𝑛𝑛)は対角要素に特異値をもつ対角行列

である。また、演算子Tは行列の転置を表す。 
（ステップ 3）𝓐𝓐とステップ 2 で得られた𝑼𝑼(𝑛𝑛)との n-モー

ド積により、次式で与えられるコアテンソル𝓒𝓒を計算する。 

𝓒𝓒 = 𝓐𝓐 ×1 𝑼𝑼(1)T ×2 𝑼𝑼(2)T ⋯ ×𝑁𝑁 𝑼𝑼(𝑁𝑁)T          (3) 
（ステップ 4）正規直交行列𝑼𝑼(𝑛𝑛), (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)とコアテン

ソル𝓒𝓒を返す。 
（（アアルルゴゴリリズズムムおおわわりり）） 

HOSVD の学習に重要なポイント

2.1 節で述べた定義およびアルゴリズムから、我々は

HOSVD の学習に重要なポイントは、以下のものがあると

考えている。 
（ポイント 1）入力となるテンソルデータの表現 
（ポイント 2）n-モード行列展開の計算 
（ポイント 3）特異値分解の計算 
（ポイント 4）n-モード積の計算 

さらに、学習のポイントを探るために、（ポイント 4）の

計算について詳しく見ていく。n-モードとはテンソルの n
番目の添字のことで、n-モード積は、この添字に関するテ

ンソルと行列との積の演算であり、次にその定義を示す(5)。 
［［（（定定義義 2））n-モモーードド積積］］ 

サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑛𝑛 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の実数値をもつ N 階テン

ソルを𝓐𝓐 ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐼𝐼𝑛𝑛×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁とする。このとき、𝓐𝓐とサイズ

𝐽𝐽𝑛𝑛 × 𝐼𝐼𝑛𝑛の行列𝑼𝑼(𝑛𝑛) ∈ ℝ𝐽𝐽𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛との n-モード積は次式で定義さ

れる。 

(𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛))𝑖𝑖1𝑖𝑖2⋯𝑗𝑗𝑛𝑛⋯𝑖𝑖𝑁𝑁
= ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑖𝑖2⋯𝑖𝑖𝑛𝑛⋯𝑖𝑖𝑁𝑁𝑢𝑢𝑗𝑗𝑛𝑛𝑖𝑖𝑛𝑛

𝐼𝐼𝑛𝑛

𝑖𝑖𝑛𝑛=1
 , 

 ( 𝑖𝑖1 = 1,2, ⋯ , 𝐼𝐼1; 𝑖𝑖2 = 1,2, ⋯ , 𝐼𝐼2; ⋯ ; 𝑖𝑖𝑛𝑛 = 1,2, ⋯ , 𝐼𝐼𝑛𝑛;
⋯ ;  𝑖𝑖𝑁𝑁 = 1,2, ⋯ , 𝐼𝐼𝑁𝑁; 𝑗𝑗𝑛𝑛 = 1,2, ⋯ , 𝐽𝐽𝑛𝑛

 )     (4) 

ここで、 (𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛))𝑖𝑖1𝑖𝑖2⋯𝑗𝑗𝑛𝑛⋯𝑖𝑖𝑁𝑁
はサイズ 𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐽𝐽𝑛𝑛 ×

⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁をもつ N 階テンソル𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛) ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐽𝐽𝑛𝑛×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁の

(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, ⋯ , 𝑗𝑗𝑛𝑛, ⋯ , 𝑖𝑖𝑁𝑁)要素、𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑖𝑖2⋯𝑖𝑖𝑛𝑛⋯𝑖𝑖𝑁𝑁は𝓐𝓐の(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑖𝑛𝑛, ⋯ , 𝑖𝑖𝑁𝑁)
要素、𝑢𝑢𝑗𝑗𝑛𝑛𝑖𝑖𝑛𝑛は𝑼𝑼(𝑛𝑛)の(𝑗𝑗𝑛𝑛, 𝑖𝑖𝑛𝑛)要素を表す。 

（（定定義義おおわわりり）） 
以上が、n-モード積の定義であるが、一般に、テンソル

の演算はこのように複雑なものとなる。定義 2 に従えば n-
モード積の演算はできるが、講義では、この演算の処理を

受講学生に分かりやすく捉えてもらうために、以下に示す

アルゴリズムを利用した(1)。 
［［（（アアルルゴゴリリズズムム 2））n-モモーードド積積］］ 

入力： サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑛𝑛 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の N 階テンソル

𝓐𝓐、サイズ𝐽𝐽𝑛𝑛 × 𝐼𝐼𝑛𝑛の行列𝑼𝑼(𝑛𝑛) 

出力： サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐽𝐽𝑛𝑛 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の N 階テンソル

𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛) 
（ステップ 1）𝓐𝓐の n-モードに関して行列展開を適用し、

𝓐𝓐をサイズ 𝐼𝐼𝑛𝑛 × (𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2 ⋯ 𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2 ⋯ 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1)の行列𝑨𝑨(𝑛𝑛) ∈
ℝ𝐼𝐼𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1に展開する。 
（ステップ 2）𝑼𝑼(𝑛𝑛)とステップ 1 で得られた𝑨𝑨(𝑛𝑛)の行列積

𝑼𝑼(𝑛𝑛)𝑨𝑨(𝑛𝑛) ∈ ℝ𝐽𝐽𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1を計算する。 
（ステップ 3）ステップ 2 で得られた行列𝑼𝑼(𝑛𝑛)𝑨𝑨(𝑛𝑛)を、n-モ
ードに関して N 階テンソルへ畳み込んで𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛)を得る。 
（ステップ 4）N 階テンソル𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛)を返す。 

（（アアルルゴゴリリズズムムおおわわりり）） 
n-モード積の計算にアルゴリズム 2 を利用することによ

り、（ポイント 4）の計算はさらに以下の点を考慮する必要

があると考えられる。 
（ポイント 4-a）行列積の計算 
（ポイント 4-b）テンソルへの畳み込みの処理 
（ポイント 4-c）n-モード積の性質 

ここで、（ポイント 4-b）の畳み込みは、（ポイント 2）の

行列展開の逆の操作となる。以下に n-モード行列展開と畳

み込みの定義を示す(5)。 
［［（（定定義義 3））n-モモーードド行行列列展展開開］］ 

サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑛𝑛 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の実数値をもつ N 階テン

ソルを𝓐𝓐 ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐼𝐼𝑛𝑛×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁とする。ここで、N 階テンソル

𝓐𝓐 の (𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑖𝑛𝑛, ⋯ , 𝑖𝑖𝑁𝑁) 要 素 を 行 列 𝑨𝑨(𝑛𝑛) ∈
ℝ𝐼𝐼𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1, (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)の (𝑖𝑖𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑛𝑛)要素に展

開することを、𝓐𝓐の n-モード行列展開と呼ぶ。ただし、 𝑗𝑗𝑛𝑛
は次式で与えられる。 
   𝑗𝑗𝑛𝑛 = (𝑖𝑖𝑛𝑛+1 − 1)𝐼𝐼𝑛𝑛+2 … 𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1 … 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1
           +(𝑖𝑖𝑛𝑛+2 − 1)𝐼𝐼𝑛𝑛+3 … 𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1 … 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1 + ⋯
           +(𝑖𝑖𝑁𝑁 − 1)𝐼𝐼1 … 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1 + (𝑖𝑖1 − 1)𝐼𝐼2 … 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1 + ⋯
           +(𝑖𝑖𝑛𝑛−2 − 1)𝐼𝐼𝑛𝑛−1 + 𝑖𝑖𝑛𝑛−1                                        (5)

（（定定義義おおわわりり）） 
［［（（定定義義 4））畳畳みみ込込みみ］］ 

定 義 3 に お け る n- モ ー ド 行 列 展 開 𝑨𝑨(𝑛𝑛) ∈
ℝ𝐼𝐼𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1, (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)の(𝑖𝑖𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑛𝑛)要素を、N
階テンソル𝓐𝓐 ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐼𝐼𝑛𝑛×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁 の (𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑖𝑛𝑛, ⋯ , 𝑖𝑖𝑁𝑁)要素

に戻すことを、𝑨𝑨(𝑛𝑛)の𝓐𝓐への畳み込みと呼ぶ。ただし、𝑗𝑗𝑛𝑛は

式(5)で与えられる。 
（（定定義義おおわわりり）） 

また、n-モード積の演算を行う上で、（ポイント 4-c）の

性質は重要となる。以下にこの性質を示す(5)。 
［［（（性性質質 1））n-モモーードド積積］］ 

N 階テンソルを𝓐𝓐、２つの行列を𝑼𝑼(𝑜𝑜), 𝑼𝑼(𝑝𝑝)とし、𝑜𝑜 ≠ 𝑝𝑝の
とき、o-モード積と p-モード積の演算に関して次が成立す

る。 
𝓐𝓐 ×𝑜𝑜 𝑼𝑼(𝑜𝑜) ×𝑝𝑝 𝑼𝑼(𝑝𝑝) = (𝓐𝓐 ×𝑜𝑜 𝑼𝑼(𝑜𝑜)) ×𝑝𝑝 𝑼𝑼(𝑝𝑝)

= (𝓐𝓐 ×𝑝𝑝 𝑼𝑼(𝑝𝑝)) ×𝑜𝑜 𝑼𝑼(𝑜𝑜)     (6) 
（（性性質質おおわわりり）） 

以上では、HOSVD の学習に重要なポイントについて検
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討した。講義においては、（ポイント 1）のテンソルデータ

表現、（ポイント 2）の行列展開、（ポイント 4）の n-モード

積、（ポイント 4-b）の畳み込み、（ポイント 4-c）の性質の

学習に焦点を当てた。他に（ポイント 3）の特異値分解と

（ポイント 4-a）の行列積があるが、これらの内容について

は、受講学生は以前にデータサイエンスや線形代数の講義

で学習して予備知識があるものと考えられる。このことか

ら、これら２つのポイント以外に焦点を当てることとした。

３．開発した学習教材と講義での活用

マクマホン立方体とそのテンソルデータ表現

2.2 節で述べた（ポイント 1）のテンソルデータ表現の題

材として、受講学生にテンソルデータ処理により興味をも

ってもらう観点から、図 1 に示すマクマホン立方体(4)を取

り上げた。この立方体は、各面に異なる色が塗られている

もので、ここで用いた色は、赤(1)、白(2)、青(3)、緑(4)、黄

(5)、黒(6) の 6 色であり、（）内の数字は各色の番号を表す。

図 2 はこの立方体のテンソルデータ表現を示すが、図 1
の立方体をサイズ3 × 3 × 3の 3 階テンソル𝓐𝓐 ∈ ℝ3×3×3とし

て、𝓐𝓐の各面の中央の要素には、元の立方体に塗られた色

の番号を格納し、それ以外の要素はゼロとしたものである。

開発した学習教材例

(1) （ポイント 2）の行列展開に関する教材

図 3 に 2-モード行列展開に関する問題と解答例を示す。

この問題は、R の行列展開を行う関数 unfold(6)に渡された

引数から判断して、図 3 右下の行列展開のセル内に展開さ

れる要素値と、行および列に展開されるモードがどのよう

になるかを学習するものである。これに関する同様な教材

として、1-モードと 3-モード行列展開の問題も作成されて

いる。

(2)（ポイント 4-b）の畳み込みに関する教材

図 4 に畳み込みに関する問題と解答例を示す。ここでは、

図 4 左に示される 3-モード行列展開の行列を、図 4 右の 3
階テンソル𝓐𝓐に畳み込んで、𝓐𝓐の見える 3 面のいずれの要

素にどの色が格納されるのかを学習するものである。この

他の問題として、1-モードと 2-モード行列展開の行列を畳

み込む問題も作成されている。

(3) （ポイント 4）と（ポイント 4-c）の n-モード積に関す

る教材

図 5 および図 6 は、それぞれ 1-モード積に関する問題お

よび解答例を示す。この教材は、2.2 節のアルゴリズム 2 で

述べた n-モード積の計算過程を学習するものである。この

他の問題として、2-モード積と 3-モード積に関するものも

作成されている。図 7 と図 8 は、１つのテンソルと３つの

行列の n-モード積の演算について学習するものである。テ

ンソルの各要素にどの色が格納されるか、R の n-モード積

を行う関数 ttm(6)を用いて記述すると n-モード積の演算を

入れ子にして計算できることが分かる。

講義における本教材の活用と理解度確認の結果

開発された教材は、本校専攻科 1 年次開講のデータサイ

エンスのテンソルデータ処理に関する講義で活用された。

本講義では、まず、テンソルの概要、R のテンソル演算用

パッケージ rTensor(6)の説明、行列展開と n-モード積の処理

について R での実装例を示しながら説明を行った。その後

で、本教材を受講学生に自学課題として提示し、実施して

もらった。学生には、本教材の各問題について R で実行し、

各解答を確認する形で利用するように指示した。

図 マクマホン立方体

図 テンソルデータ表現

図 行列展開の問題例と解答例

図 畳み込みの問題例と解答例
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ℝ𝐼𝐼𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1, (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)に展開する。 
（ステップ 2）ステップ 1 で得られた𝑨𝑨(𝑛𝑛)にそれぞれ特異

値分解を適用して、行列𝑨𝑨(𝑛𝑛)を次式のように分解する。 

𝑨𝑨(𝑛𝑛) = 𝑼𝑼(𝑛𝑛) 𝜮𝜮(𝑛𝑛) 𝑽𝑽(𝑛𝑛)T, (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)          (2) 

ここで、𝑼𝑼(𝑛𝑛)および𝑽𝑽(𝑛𝑛)は、それぞれ、左特異行列および右

特異行列を表し、𝜮𝜮(𝑛𝑛)は対角要素に特異値をもつ対角行列

である。また、演算子Tは行列の転置を表す。 
（ステップ 3）𝓐𝓐とステップ 2 で得られた𝑼𝑼(𝑛𝑛)との n-モー

ド積により、次式で与えられるコアテンソル𝓒𝓒を計算する。 

𝓒𝓒 = 𝓐𝓐 ×1 𝑼𝑼(1)T ×2 𝑼𝑼(2)T ⋯ ×𝑁𝑁 𝑼𝑼(𝑁𝑁)T          (3) 
（ステップ 4）正規直交行列𝑼𝑼(𝑛𝑛), (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)とコアテン

ソル𝓒𝓒を返す。 
（（アアルルゴゴリリズズムムおおわわりり）） 

HOSVD の学習に重要なポイント

2.1 節で述べた定義およびアルゴリズムから、我々は

HOSVD の学習に重要なポイントは、以下のものがあると

考えている。 
（ポイント 1）入力となるテンソルデータの表現 
（ポイント 2）n-モード行列展開の計算 
（ポイント 3）特異値分解の計算 
（ポイント 4）n-モード積の計算 

さらに、学習のポイントを探るために、（ポイント 4）の

計算について詳しく見ていく。n-モードとはテンソルの n
番目の添字のことで、n-モード積は、この添字に関するテ

ンソルと行列との積の演算であり、次にその定義を示す(5)。 
［［（（定定義義 2））n-モモーードド積積］］ 

サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑛𝑛 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の実数値をもつ N 階テン

ソルを𝓐𝓐 ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐼𝐼𝑛𝑛×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁とする。このとき、𝓐𝓐とサイズ

𝐽𝐽𝑛𝑛 × 𝐼𝐼𝑛𝑛の行列𝑼𝑼(𝑛𝑛) ∈ ℝ𝐽𝐽𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛との n-モード積は次式で定義さ

れる。 

(𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛))𝑖𝑖1𝑖𝑖2⋯𝑗𝑗𝑛𝑛⋯𝑖𝑖𝑁𝑁
= ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑖𝑖2⋯𝑖𝑖𝑛𝑛⋯𝑖𝑖𝑁𝑁𝑢𝑢𝑗𝑗𝑛𝑛𝑖𝑖𝑛𝑛

𝐼𝐼𝑛𝑛

𝑖𝑖𝑛𝑛=1
 , 

 ( 𝑖𝑖1 = 1,2, ⋯ , 𝐼𝐼1; 𝑖𝑖2 = 1,2, ⋯ , 𝐼𝐼2; ⋯ ; 𝑖𝑖𝑛𝑛 = 1,2, ⋯ , 𝐼𝐼𝑛𝑛;
⋯ ;  𝑖𝑖𝑁𝑁 = 1,2, ⋯ , 𝐼𝐼𝑁𝑁; 𝑗𝑗𝑛𝑛 = 1,2, ⋯ , 𝐽𝐽𝑛𝑛

 )     (4) 

ここで、 (𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛))𝑖𝑖1𝑖𝑖2⋯𝑗𝑗𝑛𝑛⋯𝑖𝑖𝑁𝑁
はサイズ 𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐽𝐽𝑛𝑛 ×

⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁をもつ N 階テンソル𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛) ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐽𝐽𝑛𝑛×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁の

(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, ⋯ , 𝑗𝑗𝑛𝑛, ⋯ , 𝑖𝑖𝑁𝑁)要素、𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑖𝑖2⋯𝑖𝑖𝑛𝑛⋯𝑖𝑖𝑁𝑁は𝓐𝓐の(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑖𝑛𝑛, ⋯ , 𝑖𝑖𝑁𝑁)
要素、𝑢𝑢𝑗𝑗𝑛𝑛𝑖𝑖𝑛𝑛は𝑼𝑼(𝑛𝑛)の(𝑗𝑗𝑛𝑛, 𝑖𝑖𝑛𝑛)要素を表す。 

（（定定義義おおわわりり）） 
以上が、n-モード積の定義であるが、一般に、テンソル

の演算はこのように複雑なものとなる。定義 2 に従えば n-
モード積の演算はできるが、講義では、この演算の処理を

受講学生に分かりやすく捉えてもらうために、以下に示す

アルゴリズムを利用した(1)。 
［［（（アアルルゴゴリリズズムム 2））n-モモーードド積積］］ 

入力： サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑛𝑛 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の N 階テンソル

𝓐𝓐、サイズ𝐽𝐽𝑛𝑛 × 𝐼𝐼𝑛𝑛の行列𝑼𝑼(𝑛𝑛) 

出力： サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐽𝐽𝑛𝑛 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の N 階テンソル

𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛) 
（ステップ 1）𝓐𝓐の n-モードに関して行列展開を適用し、

𝓐𝓐をサイズ 𝐼𝐼𝑛𝑛 × (𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2 ⋯ 𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2 ⋯ 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1)の行列𝑨𝑨(𝑛𝑛) ∈
ℝ𝐼𝐼𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1に展開する。 
（ステップ 2）𝑼𝑼(𝑛𝑛)とステップ 1 で得られた𝑨𝑨(𝑛𝑛)の行列積

𝑼𝑼(𝑛𝑛)𝑨𝑨(𝑛𝑛) ∈ ℝ𝐽𝐽𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1を計算する。 
（ステップ 3）ステップ 2 で得られた行列𝑼𝑼(𝑛𝑛)𝑨𝑨(𝑛𝑛)を、n-モ
ードに関して N 階テンソルへ畳み込んで𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛)を得る。 
（ステップ 4）N 階テンソル𝓐𝓐 ×𝑛𝑛 𝑼𝑼(𝑛𝑛)を返す。 

（（アアルルゴゴリリズズムムおおわわりり）） 
n-モード積の計算にアルゴリズム 2 を利用することによ

り、（ポイント 4）の計算はさらに以下の点を考慮する必要

があると考えられる。 
（ポイント 4-a）行列積の計算 
（ポイント 4-b）テンソルへの畳み込みの処理 
（ポイント 4-c）n-モード積の性質 

ここで、（ポイント 4-b）の畳み込みは、（ポイント 2）の

行列展開の逆の操作となる。以下に n-モード行列展開と畳

み込みの定義を示す(5)。 
［［（（定定義義 3））n-モモーードド行行列列展展開開］］ 

サイズ𝐼𝐼1 × 𝐼𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑛𝑛 × ⋯ × 𝐼𝐼𝑁𝑁の実数値をもつ N 階テン

ソルを𝓐𝓐 ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐼𝐼𝑛𝑛×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁とする。ここで、N 階テンソル

𝓐𝓐 の (𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑖𝑛𝑛, ⋯ , 𝑖𝑖𝑁𝑁) 要 素 を 行 列 𝑨𝑨(𝑛𝑛) ∈
ℝ𝐼𝐼𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1, (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)の (𝑖𝑖𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑛𝑛)要素に展

開することを、𝓐𝓐の n-モード行列展開と呼ぶ。ただし、 𝑗𝑗𝑛𝑛
は次式で与えられる。 
   𝑗𝑗𝑛𝑛 = (𝑖𝑖𝑛𝑛+1 − 1)𝐼𝐼𝑛𝑛+2 … 𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1 … 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1
           +(𝑖𝑖𝑛𝑛+2 − 1)𝐼𝐼𝑛𝑛+3 … 𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1 … 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1 + ⋯
           +(𝑖𝑖𝑁𝑁 − 1)𝐼𝐼1 … 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1 + (𝑖𝑖1 − 1)𝐼𝐼2 … 𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1 + ⋯
           +(𝑖𝑖𝑛𝑛−2 − 1)𝐼𝐼𝑛𝑛−1 + 𝑖𝑖𝑛𝑛−1                                        (5)

（（定定義義おおわわりり）） 
［［（（定定義義 4））畳畳みみ込込みみ］］ 

定 義 3 に お け る n- モ ー ド 行 列 展 開 𝑨𝑨(𝑛𝑛) ∈
ℝ𝐼𝐼𝑛𝑛×𝐼𝐼𝑛𝑛+1𝐼𝐼𝑛𝑛+2⋯𝐼𝐼𝑁𝑁𝐼𝐼1𝐼𝐼2⋯𝐼𝐼𝑛𝑛−2𝐼𝐼𝑛𝑛−1, (𝑛𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑁)の(𝑖𝑖𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑛𝑛)要素を、N
階テンソル𝓐𝓐 ∈ ℝ𝐼𝐼1×𝐼𝐼2×⋯×𝐼𝐼𝑛𝑛×⋯×𝐼𝐼𝑁𝑁 の (𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑖𝑛𝑛, ⋯ , 𝑖𝑖𝑁𝑁)要素

に戻すことを、𝑨𝑨(𝑛𝑛)の𝓐𝓐への畳み込みと呼ぶ。ただし、𝑗𝑗𝑛𝑛は

式(5)で与えられる。 
（（定定義義おおわわりり）） 

また、n-モード積の演算を行う上で、（ポイント 4-c）の

性質は重要となる。以下にこの性質を示す(5)。 
［［（（性性質質 1））n-モモーードド積積］］ 

N 階テンソルを𝓐𝓐、２つの行列を𝑼𝑼(𝑜𝑜), 𝑼𝑼(𝑝𝑝)とし、𝑜𝑜 ≠ 𝑝𝑝の
とき、o-モード積と p-モード積の演算に関して次が成立す

る。 
𝓐𝓐 ×𝑜𝑜 𝑼𝑼(𝑜𝑜) ×𝑝𝑝 𝑼𝑼(𝑝𝑝) = (𝓐𝓐 ×𝑜𝑜 𝑼𝑼(𝑜𝑜)) ×𝑝𝑝 𝑼𝑼(𝑝𝑝)

= (𝓐𝓐 ×𝑝𝑝 𝑼𝑼(𝑝𝑝)) ×𝑜𝑜 𝑼𝑼(𝑜𝑜)     (6) 
（（性性質質おおわわりり）） 

以上では、HOSVD の学習に重要なポイントについて検
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本教材を自学後に、行列展開、畳み込み、n-モード積に

ついて受講学生が理解できているかを確認するために、本

教材の問題の中から出題された筆記テストを行った。その

結果、行列展開に関しては受講学生全体の約 89%、畳み込

みは全体の約 96%、n-モード積は全体の約 82%が全問正解

しており、これら３つの処理に関して全問正解したのは全

体の約 74%であった。さらに、HOSVD についての講義後

に、2.1 節で述べたアルゴリズム 1 を R で実装するレポー

ト課題を受講学生に与えて実施してもらったところ、受講

学生全体の約 93%が HOSVD を実装できていた。

４．まとめ

本論文では、テンソルデータ処理のうち、特に HOSVD
のテンソル分解に関する学習に重要なポイントについて検

討した。その結果、特に重要なものをまとめると以下の通

りとなった。

（ポイント 1）テンソルデータの表現

（ポイント 2）n-モード行列展開の計算

（ポイント 4）n-モード積の計算

（ポイント 4-b）畳み込みの処理

（ポイント 4-c）n-モード積の性質

これらの学習ポイントを考慮して、受講学生にテンソル

データ処理に興味をもってもらうために、マクマホン立方

体を題材として、これら学習ポイントを自学するための学

習教材を開発した。開発した教材は、専攻科開講のデータ

サイエンスの講義で活用した。

本教材の利用後、受講学生が行列展開、n-モード積、畳

み込みについて理解できているかを確認したところ、n-モ
ード積が比較的難しかったが受講学生全体の約 82%が理解

しており、３つの処理全てを理解していたのは全体の約

74%であることが分かった。さらに、受講学生全体の約 93%
が HOSVD アルゴリズムの実装ができていた。これらのこ

とから、本教材はテンソルデータ処理を学習させるデータ

サイエンス教育に有用となるものと考えている。

（令和 2 年 9 月 25 日受付）

（令和 2 年 12 月 7 日受理）
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図 1-モード積の問題例

図 1-モード積の解答例

図 複数の行列を用いた n-モード積の問題例

図 複数の行列を用いた n-モード積の解答例
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八の字堰周辺でのこれまでの取り組みと被災状況

～「令和 2 年 7 月豪雨」対応チーム活動報告（１）～

上久保 祐志 1,* 岩坪 要 2 脇中 康太 3 森山 学 3

The Research So Far And Damage Situation at Hachinoji Weir
Disaster Survey Report of "The Heavy Rain Event of July 2020", Part 1

Yuji Kamikubo1,*, Kaname Iwatsubo2, Kota Wakinaka3, Manabu Moriyama3

Heavy rains in the Kumagawa River in 2020 caused extensive damage to its watershed. Meanwhile, the “Hachinoji” weir 
constructed downstream of the Kumagawa River has been maintained, including a park in the vicinity, but the floods this time 
destroyed the park as well. This paper shows the damage to this weir and its surrounding area, and it was found that the 
committee needs to discuss the direction of the future utilization of the high-water channel.

キーワード：球磨川、令和 2年度 7月豪雨、八の字堰 

Keywords：Kumagawa river, 2020 heavy rain disaster, Hachinoji weir

１．令和 2 年 7 月豪雨災害の概要 

令和 2 年 7 月 3 日夜に梅雨前線が九州北部地方まで北上

し、低気圧や前線に向かって暖かく湿った空気が流れ込ん

だことで、九州では大気の状態が非常に不安定となり、7
月 3 日から 4 日の 2 日間の雨量は熊本県人吉市の気象観測

所で 420.0mm を観測した。例年 7 月の 1 か月分の平均雨量

が 471.4mm であるので、短期的に多量の降水があったこと

となる。特に球磨川流域では、図１に示すように断続的に

線状降水帯が形成され、時間雨量 30mm を超える激しい雨

が 7 月 4 日未明から朝にかけて 8 時間にわたって連続して

降り続いた。球磨川本川の中流部から上流部および最大支

川の川辺川の各雨量観測所における降雨量は、6 時間雨量、

12 時間雨量、24 時間雨量において、戦後最大の洪水被害を

もたらした昭和 40 年 7 月洪水や昭和 57 年 7 月洪水を上回

る降雨を記録した。人吉観測所における降雨量を図２に示

す。このグラフで示されるように、12 時間雨量、24 時間雨

量においては、今回の雨量は昭和 40 年 7 月洪水の際に観測

された雨量の 2～3 倍を記録している。

また、降雨と河川水位は密接に関係している。球磨川本

川では、河口から約 13km に位置する横石観測所（八代市）

 1 企画運営部
〒866-8501 熊本県八代市平山新町 2627
Board of Administration,
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Faculty of Production Systems Engineering,
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図１ 降雨範囲の時間的変化 
 

図２ 人吉市で観測された雨量 
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