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1. まえがき

　一様な重力のはたらく場所での物体の投射運動は，初等

物理の基礎的な問題として今でも学習課題に取り上げられ

ている．
（1）

水平面から物体を投射した後，同じ高さの水平

面に落ちてきた点を水平到達点，そこまでの距離を水平到

達距離と言う．空気の摩擦等を無視できる場合で，初速度

の大きさが同じなら仰角45°（π/4［rad］）で投射したとき

が最大の水平到達距離となる事はよく知られた事実で次の

様に容易に導ける．
（1）

　物体の初速度の大きさを v0，仰角をθ，重力加速度を g 

とし，物体を投射する．投射後は重力のみが作用するとし

て，鉛直方向は下向き加速度 g の等加速度運動，水平方向

は初速度の水平成分のままの等速運動となる．水平方向，

鉛直方向を x, y 方向とする．投射時からの経過時間 t の時

の速度 v→および投射点を原点とした位置 r→の成分表示は

　　v→ = （v0 cosθ, v0 sinθ－ gt） …………………………（1）

　　r→ = （v0 cosθ・t, v0 sinθ・t － 1 2 gt2
） ………………（2）

となる．同一水平面に落下するときまでの時間を t0，水平

到達点距離を X0とすると（2）式より，

　　v0 sinθ・t0 －
1 2 gt2

0= 0 ………………………………（3）

　　∴ t0 =
2v0 sinθ 

g  ………………………………………（4）

　　X0 = v0 cosθ・t0 =
2v2

0 sinθcosθ 
g

　　　 =
v2

0 sin 2θ 
g  ………………………………………（5）

と表される．

　（5）式のθ 依存性から明らかな様に X0 はθ=π/4［rad］

の時に最大値 X̂ 0 =
v2

0  
g  となる．

　さて，投射点が落下点より高い位置にある場合の到達点

までの水平距離を最大とする仰角を求めるのは次節に示す

様に微分を使う方法が一般的であり，案外面倒な計算が必
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1. まえがき

一様な重力のはたらく場所での物体の投射運動は，初等
物理の基礎的な問題として今でも学習課題に取り上げられ
ている．(1) 水平面から物体を投射した後，同じ高さの水平
面に落ちてきた点を水平到達点，そこまでの距離を水平到
達距離と言う．空気の摩擦等を無視できる場合で，初速度
の大きさが同じなら仰角 45°(π/4[rad])で投射したときが
最大の水平到達距離となる事はよく知られた事実で次の様
に容易に導ける．(1)

物体の初速度の大きさを v0,仰角を θ，重力加速度を gと
し，物体を投射する．投射後は重力のみが作用するとして，
鉛直方向は下向き加速度 gの等加速度運動，水平方向は初
速度の水平成分のままの等速運動となる．水平方向，鉛直
方向を x, y方向とする．投射時からの経過時間 tの時の速
度 v⃗および投射点を原点とした位置 r⃗の成分表示は
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v⃗ = (v0 cos θ, v0 sin θ − gt) · · · · · · · · · · · · · · · · · · (1)

r⃗ = (v0 cos θ · t, v0 sin θ · t−
1

2
gt2) · · · · · · · · · · · (2)

となる．同一水平面に落下するときまでの時間を t0，水平
到達点距離をX0 とすると（2）式より，

v0 sin θ · t0 −
1

2
gt20 = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (3)

∴ t0 =
2v0 sin θ

g
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (4)

X0 = v0 cos θ · t0 =
2v20 sin θ cos θ

g

=
v20 sin 2θ

g
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (5)

と表される．
(5)式の θ 依存性から明らかな様に X0 は θ = π/4[rad]

の時に最大値 X̂0 =
v2
0

g となる．
さて，投射点が落下点より高い位置にある場合の到達点

までの水平距離を最大とする仰角を求めるのは次節に示す
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要である．

　今回報告するのは著者の一人が見出し，他の著者と共に

検証した，微分計算を用いずにこの仰角を表す関係式を導

く方法である．この方法はとても簡単である事から，既に

遠い昔からわかっていた事である可能性もあるが，あまり

一般的ではないので初等物理関連の文献等には見当たらな

い．

　この方法で用いるのは力学的エネルギー保存則と，投射

運動の基本的な関係式のみである．これらの関係式と速度

ベクトルの図に現れる三角形の面積との関連から直感的に

仰角の関係式を見積もる事が可能である事を示す．

2. 微分を用いた最大到達距離を与える仰角の計算

　問題を再び次の図2の様に定式化する．投射点の高さを

h, 初速度の大きさを v0，重力加速度を g とする．落下点

までの水平到達距離を最大とする仰角を求めるという問題

である．

　仰角をθ［rad］，投射後，落下点に達するまでの時間 t1 

およびそこまでの水平距離を X とすると，投射運動の関

係式（2）から

　　－
1 2 gt2

1+ v0 sinθ・t1 + h = 0 …………………………（6）

　　∴ t1 =
v0 sinθ+  v2

0 sin2
θ+ 2gh 

g
√  ……………………（7）

　　　X = v0 cosθ・t1

　　　　=
v2

0 cosθ 
g （sinθ+ 2gh 

v2
0

√ sin2
θ+ ） ………………（8）

となる．この式は（5）式に比べると複雑である．これよ

り，X を最大とするようなθ を（8）式を元にして導く事

となる．以後この最大の距離を最大到達距離と呼ぶ事にす

る．

　式の変形を簡単にするため，次の様に変数を変え，

　　　K ≡ 2gh 
v2

0
 ……………………………………………（9）

　　　X′≡
g 
v2

0
X = cosθ（sinθ+ sin2

θ+ K√ ） …………（10）

として，（10）式をθ で微分すると，

　　　
 dX′ dθ = －sinθ（sinθ+ sin2

θ+ K√ ）

　　　+cosθ（cosθ+
cosθsinθ 
sin2

θ+ K√ ）

　　=（cos2
θ－ sin2

θ）（  sin2
θ+ K + sinθ）－ K sinθ 

sin2
θ+ K√ 

√ 

　　=（1－2sin2
θ）（  sin2

θ+ K + sinθ）－ K sinθ 
sin2

θ+ K√ 
√  ……（11）

となる．ここで X′を最大とするθを求めるため（11）式

の右辺を0とおいてθ について解くのであるが，次の様に

　　ξ ≡ sinθ ……………………………………………（12）

と置き，（11）式の分母は0 にならない領域を考えるとし

て解くべき方程式を

　　（1－2ξ 2
）√ （  ξ 2 + K + ξ）－ Kξ  = 0 ……………………（13）

とする．これを ξ について解くために（13）式を次の様

に変形していく，

　　（1－2ξ 2
）（ξ 2+ K － ξ 2

）= Kξ √ （  ξ 2 + K － ξ） ………（14）

　　　　   ∴ 1－2ξ 2 = ξ √   ξ 2 + K －ξ 2

　　　　∴ （1－ξ 2
）

2 = ξ 2
（ξ 2+ K）

　　∴ 1－（2 + K）ξ 2 = 0

　　　　　　   ∴ ξ 2 = 1 2 + K  ……………………………（15）

となる．ξ  を元に戻すと，

　　ξ 2 = sin2
θ= 1 2 + K  ……………………………………（16）

となる．これを満たすθをθ̂とする．

　　sin2 θ̂= 1 2 + K  …………………………………………（17）

であるので，

　　cos2 θ̂= 1－sin2 θ̂= 1－1 1 2 + K = 1 + K 2 + K  ……………（18）

　　tan2 θ̂= sin2 θ̂ cos2 θ̂

　　　　 =  
1 2 + K

1 + K 2 + K
= 1 1 + K  ………………………………（19）

である．最後に K を元にもどすと，

　　tan θ̂=
1 

1 + 2gh
 

v2
0

√  ………………………………………（20）

となる．つまり最大到達距離を与える仰角θ̂は

　　θ̂= tan �1（
1 

1 + 2gh
 

v2
0

√ ） …………………………………（21）

である事が示された．

　（21）式において h → 0 とすると，θ̂→π/4［rad］となる

事もわかる．

　また，このときの最大到達距離 X̂ を求めてみると次の様
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様に微分を使う方法が一般的であり，案外面倒な計算が必
要である．
今回報告するのは著者の一人が見出し，他の著者と共に

検証した，微分計算を用いずにこの仰角を表す関係式を導
く方法である．この方法はとても簡単である事から，既に遠
い昔からわかっていた事である可能性もあるが，あまり一
般的ではないので初等物理関連の文献等には見当たらない．
この方法で用いるのは力学的エネルギー保存則と，投射

運動の基本的な関係式のみである．これらの関係式と速度
ベクトルの図に現れる三角形の面積との関連から直感的に
仰角の関係式を見積もる事が可能である事を示す．

2. 微分を用いた最大到達距離を与える仰角の計算

問題を再び次の図 2の様に定式化する．投射点の高さを
h,初速度の大きさを v0，重力加速度を gとする．落下点ま
での水平到達距離を最大とする仰角を求めるという問題で
ある．
仰角を θ[rad]，投射後，落下点に達するまでの時間 t1お

よびそこまでの水平距離をX とすると，投射運動の関係式
（2）から

θ

v0

X

h

図 2

−1

2
gt21 + v0 sin θ · t1 + h = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · (6)

∴ t1 =
v0 sin θ +

√
v20 sin

2 θ + 2gh

g
· · · · · · · · (7)

X = v0 cos θ · t1

=
v20 cos θ

g

(
sin θ +

√
sin2 θ +

2gh

v20

)
· (8)

となる．この式は（5）式に比べると複雑である．これより，
X を最大とするような θを (8)式を元にして導く事となる．
以後この最大の距離を最大到達距離と呼ぶ事にする．
式の変形を簡単にするため，次の様に変数を変え，

K ≡ 2gh

v20
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (9)

X ′ ≡ g

v20
X = cos θ

(
sin θ +

√
sin2 θ +K

)
· · (10)

として，(10)式を θで微分すると，

dX ′

dθ
= − sin θ

(
sin θ +

√
sin2 θ +K

)

+cos θ

(
cos θ +

cos θ sin θ√
sin2 θ +K

)

=
(cos2 θ − sin2 θ)(

√
sin2 θ +K + sin θ)−K sin θ√
sin2 θ +K

=
(1− 2 sin2 θ)(

√
sin2 θ +K + sin θ)−K sin θ√
sin2 θ +K

(11)

となる．ここでX ′を最大とする θを求めるため (11)式の
右辺を 0とおいて θについて解くのであるが，次の様に

ξ ≡ sin θ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (12)

と置き，(11)式の分母は 0にならない領域を考えるとして
解くべき方程式を

(1− 2ξ2)(
√

ξ2 +K + ξ)−Kξ = 0 · · · · · · · · · (13)

とする．これを ξについて解くために (13)式を次の様に変
形していく，

(1− 2ξ2)(ξ2 +K − ξ2) = Kξ(
√

ξ2 +K − ξ) (14)

∴ 1− 2ξ2 = ξ
√

ξ2 +K − ξ2

∴ (1− ξ2)2 = ξ2(ξ2 +K)

∴ 1− (2 +K)ξ2 = 0

∴ ξ2 =
1

2 +K
· · · · · · · · · · · · · · · · ·(15)

となる．ξ を元に戻すと，

ξ2 = sin2 θ =
1

2 +K
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (16)

となる．これを満たす θを θ̂とする．

sin2 θ̂ =
1

2 +K
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (17)

であるので，

cos2 θ̂ = 1− sin2 θ̂ = 1− 1

2 +K
=

1 +K

2 +K
· · · (18)

tan2 θ̂ =
sin2 θ̂

cos2 θ̂

=
1

2+K
1+K
2+K

=
1

1 +K
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(19)

である．最後にK を元にもどすと，

tan θ̂ =

√
1

1 + 2gh
v2
0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(20)

となる．つまり最大到達距離を与える仰角 θ̂は
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になる．

　（8），（12），（17），（18）式，および 0 ＜－ K として

　　X̂ = v2
0 

g√ 1 + K 2 + K  （√ 1  2 + K + √ 1  2 + K + K  ）
　　  = v2

0 
g√ 1 + K 2 + K  （√ 1  2 + K + √ （1 + K）2  2 + K

 ）
　　  =

v2
0 

g 1 + K√  …………………………………………（22）

となり，再びここで K を元に戻すと

　　X̂ = v2
0 

g
2gh 
v2

0
√ 1 + = v0  v

2
0 + 2gh 
g

√  ……………………（23）

となる．

３. 微分を用いない方法

　次に，微分を用いないで，力学的エネルギー保存則と，

投射点での速さ，落下点での速さを用いた解析方法を示す．

　図3の様に問題の定式化に，物体の質量 m, 落下点での

物体の速さ v1 を付け加える．投射後，落下点に達するま

での時間は前と同じく t1 とする．このとき，投射点と落

下点での力学的エネルギー保存則を用いると，

　　
1 2 mv2

0 + mgh =
1 2 mv2

1 ……………………………（24）

が成り立つ．これより，

　　v1 = √ v2
0 + 2gh ………………………………………（25）

となる．落下点での速さ v1 は投射時の仰角θに無関係で

ある．

　また，水平，鉛直方向をそれぞれ x, y 方向としたとき，

初速度 v→0と，落下点での速度 v→1の成分表示は放物運動の

関係式よりそれぞれ

　　v→0 = （v0 cosθ, v0 sinθ） ………………………………（26）

　　v→1 = （v0 cosθ, v0 sinθ－gt1） ………………………（27）

となる．以上より，いろいろな仰角θの時の投射時の初速

度 v→0と落下点での速度 v→1のベクトル図を書くと図4の様に

なる．

　投射運動の性質から初速度と落下点での速度の水平成分

は合等しい．

　ここで，ある仰角θ の場合の速度ベクトルを取り出し，

図5に示す．

　（26）および（27）式より，図5に示す v→0と v→1の先端を

結んだ長さ |v→0－v→1| は

　　|v→0－v→1| =|v0 sinθ－（v0 sinθ－gt1）| = gt1 ……………（28）

である．図5の2つの速度ベクトルで囲まれた三角形の面積

を S とすると，底辺の長さが gt1，高さが v0 cosθである

ので，（8）式と併せて，

　　S =
1 2 v0 cosθ・ gt1 =

1 2 gX …………………………（29）

となる．即ち，S が最大なら水平到達距離 X も最大になる．

ここで2つの速度ベクトルの間の角をφとすると，S は

　　S =
1 2 v0・v1・sinφ …………………………………（30）

と表す事ができる．

　故に v0, v1を固定すると S が最大になるのはφ=π/2［rad］

θ̂ = tan−1



√

1

1 + 2gh
v2
0


 · · · · · · · · · · · · · · · · · · (21)

である事が示された．
(21)式において h → 0とすると，θ̂ → π/4[rad]となる

事もわかる．
また，このときの最大到達距離 X̂ を求めてみると次の様

になる．
(8)，(12)，(17)，(18)式，および 0 ≤ K として

X̂ =
v20
g

√
1 +K

2 +K

(√
1

2 +K
+

√
1

2 +K
+K

)

=
v20
g

√
1 +K

2 +K

(√
1

2 +K
+

√
(1 +K)2

2 +K

)

=
v20
g
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となり，再びここでK を元に戻すと

X̂ =
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=
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v20 + 2gh

g
· · · · · · · · (23)

となる．

3. 微分を用いない方法

次に，微分を用いないで，力学的エネルギー保存則と，投
射点での速さ，落下点での速さを用いた解析方法を示す．
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図 3

図 3の様に問題の定式化に，物体の質量m,落下点での
物体の速さ v1を付け加える．投射後，落下点に達するまで
の時間は前と同じく t1とする．このとき，投射点と落下点
での力学的エネルギー保存則を用いると，

1

2
mv20 +mgh =

1

2
mv21 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (24)

が成り立つ．これより，

v1 =
√
v20 + 2gh　　 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (25)

となる．落下点での速さ v1 は投射時の仰角 θ に無関係で
ある．
また，水平，鉛直方向をそれぞれ x, y 方向としたとき，

初速度 v⃗0 と，落下点での速度 v⃗1 の成分表示は放物運動の
関係式よりそれぞれ

v⃗0 = (v0 cos θ, v0 sin θ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (26)

v⃗1 = (v0 cos θ, v0 sin θ − gt1) · · · · · · · · · · · · · · · (27)

となる．以上より，いろいろな仰角 θの時の投射時の初速
度 v⃗0と落下点での速度 v⃗1のベクトル図を書くと図 4の様
になる．
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投射運動の性質から初速度と落下点での速度の水平成分
は合等しい．
ここで，ある仰角 θ の場合の速度ベクトルを取り出し，

図 5に示す．

θ

ϕ

v⃗0

v⃗1

gt1

v0 cos θ
図 5

(26)および (27)式より，図 5に示す v⃗0 と v⃗1 の先端を
結んだ長さ |v⃗0 − v⃗1|は

|v⃗0 − v⃗1| = |v0 sin θ − (v0 sin θ − gt1)| = gt1 · (28)

である．図 5の 2つの速度ベクトルで囲まれた三角形の面
積を S とすると，底辺の長さが gt1，高さが v0 cos θ であ
るので，(8)式と併せて，
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の時である．この時の速度ベクトルを図6に示す．

　図6より，最大到達距離を与える仰角θ̂と速度ベクトル

v→0および v→1は

　　tan θ̂= v0 
v1

 ………………………………………………（31）

という関係を満たしている．この（31）式が求めようとし

ていた仰角の表現の一つである．この表現は，初速度と落

下点速度というわかりやすい量を用いており，かつ，大変

シンプルな表現となっているので記憶するのにも適してい

る．

　また，（25），（29）（30）式からその時の最大到達距離  X̂ は

φ=π/2 として，

　　X̂ = v0・v1 
g

= v0・  v2
0 + 2gh 
g

√  ……………………………（32）

と，（22）の計算に比べ，より簡単な計算で求められる事

もわかる．

　ここで，（25）式を用いて（31）式を v0, g, h で書き換え

ると，

　　tan θ̂= v0 
v1

=
√ 

v0 
v2

0 + 2gh

　　=
1 

1 + 2gh
 

v2
0

√  ……………………………………………（33）

となり，当然の事ながら先に求めた関係式（20）と同じで

ある．以上の様にして微分演算を用いずに最大到達距離と

なる仰角  θ̂を表す関係式が得られた．

4. むすび

　投射運動における物体の速度ベクトルを図示し，水平到

達距離が図中の三角形の面積に比例する事を用いて最大到

達距離を与える仰角を求める方法を示した．微分を用いず，

2つの辺の長さが与えられたとき，その間の角度が直角の

時が三角形の面積が最大となるという直感的にわかりやす

い事を用いているので，理解しやすい説明になると期待で

きる．

　なお，この速度ベクトルの図示による説明は，当然，落

下点が投射点と同じ高さの場合，つまり水平到達距離の最

大を求める場合においても用いる事ができる．その場合に

も，理解を助ける説明になるであろう．

　ところで，今回用いた速度ベクトル図における初速度と

終速度ベクトルで囲まれた3角形の面積を用いる方法は，

投射運動以外にも一定加速度の場合の2次元の運動の説明

に用いる事が可能である．そのような場合において，初速

度と終速度2つのベクトルの差の大きさつまり三角形の底

辺の長さにあたるものが経過時間に比例した量（今回の解

析では gt1に相当）である．そして三角形の高さにあたる

量（今回は水平速度成分 v0 cosθに相当）は加速度の方向

に垂直な速度成分である．座標軸の取り方を加速度の方向

とそれに垂直な方向に取れば，件の三角形の面積は，一定

加速度に垂直な方向への変位（今回は水平到達距離に相

当）に比例した量である事がわかる．あえて名前を付ける

ならこの変位は「等速成分変位」とも言える．ただし，等

加速度運動以外にこの面積の概念を拡張すると，何を計算

しているのか分からなくなるので注意が必要である．

（平成25 年9月6日受付）

（平成25 年11月6日受理）
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放物運動の最大到達距離を与える仰角を簡単に導く方法

S =
1

2
v0 cos θ · gt1 =

1

2
gX · · · · · · · · · · · · · · · · · (29)

となる．即ち，S が最大なら水平到達距離 X も最大にな
る．ここで 2つの速度ベクトルの間の角を ϕとすると，S

は

S =
1

2
v0 · v1 · sinϕ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (30)

と表す事ができる．
故にv0, v1を固定するとSが最大になるのはϕ = π/2[rad]

の時である．この時の速度ベクトルを図 6に示す．
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図 6より，最大到達距離を与える仰角 θ̂と速度ベクトル
v⃗0 および v⃗1 は
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v0
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　· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (31)

という関係を満たしている．この（31）式が求めようとし
ていた仰角の表現の一つである．この表現は，初速度と落
下点速度というわかりやすい量を用いており，かつ，大変シ
ンプルな表現となっているので記憶するのにも適している．
また，(25),(29)(30)式からその時の最大到達距離 X̂ は

ϕ = π/2として，
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· · · · · · · · · · · · · (32)

と，（22）の計算に比べ，より簡単な計算で求められる事も
わかる．
ここで，（25）式を用いて (31) 式を v0, g, h で書き換え

ると，
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となり，当然の事ながら先に求めた関係式 (20)と同じであ
る．以上の様にして微分演算を用いずに最大到達距離とな
る仰角 θ̂を表す関係式が得られた．

4. む す び

投射運動における物体の速度ベクトルを図示し，水平到

達距離が図中の三角形の面積に比例する事を用いて最大到
達距離を与える仰角を求める方法を示した．微分を用いず，
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ところで，今回用いた速度ベクトル図における初速度と

終速度ベクトルで囲まれた 3 角形の面積を用いる方法は，
投射運動以外にも一定加速度の場合の 2次元の運動の説明
に用いる事が可能である．そのような場合において，初速
度と終速度２つのベクトルの差の大きさつまり三角形の底
辺の長さにあたるものが経過時間に比例した量（今回の解
析では gt1 に相当）である．そして三角形の高さにあたる
量（今回は水平速度成分 v0 cos θに相当）は加速度の方向
に垂直な速度成分である．座標軸の取り方を加速度の方向
とそれに垂直な方向に取れば，件の三角形の面積は，一定
加速度に垂直な方向への変位（今回は水平到達距離に相当）
に比例した量である事がわかる．あえて名前を付けるなら
この変位は「等速成分変位」とも言える．ただし，等加速
度運動以外にこの面積の概念を拡張すると，何を計算して
いるのか分からなくなるので注意が必要である．
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